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� PROBLEMA 1

Si consideri un tetraedro regolare T di vertici A, B, C, D.

a) Indicati rispettivamente con V ed S il volume e l’area totale di T e con r il raggio della sfera inscritta in
T, trovare una relazione che leghi V, S ed r.

b) Considerato il tetraedro regolare T � avente per vertici i centri delle facce di T, calcolare il rapporto fra le
lunghezze degli spigoli di T e T � e il rapporto fra i volumi di T e T �.

c) Condotto il piano �, contenente la retta AB e perpendicolare alla retta CD nel punto E, e posto che uno
spigolo di T sia lungo s, calcolare la distanza di E dalla retta AB.

d) Considerata nel piano � la parabola p avente l’asse perpendicolare alla retta AB e passante per i punti
A, B ed E, riferire questo piano ad un conveniente sistema di assi cartesiani ortogonali e trovare l’equa-
zione di p.

e) Determinare per quale valore di s la regione piana delimitata dalla parabola p e dalla retta EA ha area

�
�
3

2�
� cm2.

� PROBLEMA 2

È assegnata la funzione f (x)��
x 2 �

2

m

x�

�

1

�m�
� , dove m è un parametro reale.

a) Determinare il suo dominio di derivabilità.

b) Calcolare per quale valore di m la funzione ammette una derivata che risulti nulla per x�1.

c) Studiare la funzione f (x) corrispondente al valore di m così trovato e disegnarne il grafico � in un piano
riferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), dopo aver stabilito quanti sono esattamente i
flessi di � ed aver fornito una spiegazione esauriente di ciò.

d) Calcolare l’area della regione finita di piano delimitata dal grafico �, dall’asse x e dalla retta di equazio-
ne x�1.

� QUESTIONARIO

Dopo aver fornito la definizione di “rette sghembe”, si consideri la seguente proposizione: «Comunque si
prendano nello spazio tre rette x, y, z, due a due distinte, se x ed y sono sghembe e, così pure, se sono
sghembe y e z allora anche x e z sono sghembe». Dire se è vera o falsa e fornire un’esauriente spiegazio-
ne della risposta.
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Il candidato risolva uno dei due problemi e 5 dei 10 quesiti in cui si articola il questionario.
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� Figura 3.

c) Con riferimento alla figura 3, detto F il punto medio di AB, al-
lora DF e CF sono le mediane delle facce ADB e ACB rispetti-
vamente, il triangolo DFC è quindi isoscele e l’altezza EF è an-
che mediana: il piano � interseca CD nel punto medio E. AE è
la mediana della faccia CAD, BE è la mediana della faccia CBD,
quindi ABE è isoscele e la mediana EF è anche altezza. Dal
teorema di Pitagora per AEF :
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� PROBLEMA 1

a) Detto s lo spigolo del tetraedro T, si ha che AK e DK sono le al-

tezze di due facce di T (figura 1) e misurano s�
�
2

3�
� . Le altezze

AK e DK sono anche bisettrici e mediane. L’altezza DH cade nel 

baricentro del triangolo ABC, quindi H�K� � �
1

3
� A�K� � s�

�
6

3�
� . L’al-

tezza DH si può calcolare con il teorema di Pitagora applicato al

triangolo DHK (figura 2): risulta D�H� � s ��
2

3��� .

Le altezze del tetraedro si incontrano nel punto O, centro della sfera inscritta in T,
che ha raggio OH�OP� r.
I triangoli rettangoli KOH e KOP sono congruenti, allora KO è la bisettrice di

HK̂P��. Considerando il triangolo OHK, si può scrivere: r�H�K��tg�
�

2
��s �

�
6

3�
��tg�

�

2
� ,

ma tg���
D�
H�

H�
K�
��2�2�, da cui, attraverso le formule di bisezione si giunge a:

tg �
�

2
� ��

�
2

2�
� . In definitiva risulta: r��

2�
s

6�
� .

La superficie del tetraedro è: S�4 ���
1

2
� s ��

�
2

3�
� s�� s 2 �3� � r 2 �24�3�.

Il volume risulta: V� �
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� ��
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2�
� s 3 � r 3 �8�3�, da cui segue: V� �
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3
� �S � r.

b) HP è uno spigolo del tetraedro T �, con riferimento al triangolo HPK, nel quale si nota che
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� Figura 1.
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� PROBLEMA 2

a) La funzione f (x)��
x 2 �

2

m

x�

�

1

�m�
� , dove m è un parametro reale si può scrivere come:

f (x)�� , f (x) è derivabile � .

b) Per m�0 risulta: f �(x)��
2x 2 �2

x

x
4

(2x�1)
�� f �(1)��4�0.

Per m > 0 risulta: f �(x)� � f �(1)��
(

4

1

(

�

m

2

�

m

1

)

)
2��0�m�1.

c) La funzione da studiare è: f (x)��
2

x

x
2 �

�

2

1
� . La funzione è definita su tutto R. Le intersezioni con gli assi

sono: A�� �
1

2
� ; 0� con l’asse delle ascisse, B�0; �

1

2
�� con l’asse delle ordinate.

Si ha inoltre: lim
x���

f (x)�0� e lim
x���

f (x)�0�. Il grafico ha l’asintoto orizzontale y�0.

La derivata prima risulta: f � (x) � ��
�2(
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���
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� 1)
�,

f � (x)�0��2�x�1, quindi (vedi anche figura 5) si ha un minimo nel punto m��2;� �
1

2
�� ed un

massimo nel punto M (1; 1).

� Figura 5.

Studiando la derivata seconda si ottiene:

f � (x) �� 2 � � ,

f � (x)�0�2x 3 �3x 2 �12x�2�0, l’equazione non si scompone con la regola di Ruffini, ma si osser-
va che, per il teorema fondamentale dell’algebra, ha al massimo tre radici, quindi tre flessi. I risultati ot-
tenuti in precedenza per i limiti negli estremi del dominio ed i valori dei punti di massimo e di minimo
permettono di determinare che i flessi devono essere almeno tre. In definitiva i flessi sono proprio tre.
In conclusione si può tracciare il grafico della funzione (figura 6).

� Figura 6.
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d) L’area richiesta (figura 7) si ottiene dall’integrale:
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� Figura 7.

� QUESTIONARIO

Due rette si dicono sghembe se non giacciono su uno stesso piano. La proposizione è falsa. Considerando
infatti le rette r, s, e t su cui giacciono gli spigoli di un parallelepipedo (figura 8), si verifica facilmente che
r e s sono sghembe, s e t sono sghembe, ma r e t non lo sono, in quanto incidenti in un vertice del paral-
lelepipedo.

� Figura 8.

In generale si ottiene un quadrilatero sezione convesso, con i seguenti casi particolari:
a) se il piano è parallelo alla base, il quadrilatero sezione è un quadrato;
b) se il piano è parallelo ad un lato del quadrato di base, il quadrilatero sezione ha due lati paralleli e due

no, si ottiene un trapezio isoscele;
c) se il piano è parallelo ad una diagonale del quadrato di base, si ottiene un romboide.
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